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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Σχολικό βιβλίο σελ. 111 θεώρημα παράγωγος 

αθροίσματος 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 104 ορισμός 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 74 διατύπωση θεωρήματος 

Bolzano 

A4. 1. ΛΑΘΟΣ 

 2. Αν  f x x 2 , x  R  έχουμε    
x 2 x 2
limf x lim x 2 0
 

    , 

 
 x 2 x 2

1 1
lim lim

f x x 2  
  


 και  

 x 2 x 2

1 1
lim lim

f x x 2  
  


. Δηλαδή το 

 x 2

1
lim

f x
 δεν υπάρχει. 

A5. 1.  ΣΩΣΤΟ 

 2. ΣΩΣΤΟ 

 3. ΛΑΘΟΣ 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 


 


3x 1
f(x) ,  x 3

x 3
 

 Για οποιαδήποτε        1 2x ,x ,3 3,  με  

         
 

      
 

1 2
1 2 1 2 2 1

1 2

3x 1 3x 1
f(x ) f(x ) = 3x 1 x 3 = 3x 1 x 3  

x 3 x 3
 

                     1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 3x x 9x x 3 3x x 9x x 3 ... x x  

    Άρα η f  είναι 1́ 1́ , οπότε αντιστρέφεται.  

B2.   

 


      



       

  

3x 1
y f(x) y yx 3y 3x 1

x 3

yx 3x 3y 1 y 3 x 3y 1 (1)

 y=3 : (1) 0x 11 αδύνατο

 

 Άρα   
 



1 3y 1
f y ,y 3

y 3
 

Άρα   
 



1 3x 1
f x ,x 3

x 3
 

Ισχύει    ΅1f f
D D 3  
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Επιπλέον     
 



1 3x 1
f x f x

x 3
 για κάθε x 3 

Άρα 
 1f f . 

B3.  Για να ορίζεται η fof πρέπει 

 
   

      
        

f

f

x D x 3
x 3 x 3

3x 1
3x 3 3x 9 3 93

f(x) D x 3

 

Άρα   ΅fofD 3  

Αρκεί ν.δ.ο. 

 

  

  



 

 1

fof (x) x

f f x x

f f x x

 

που ισχύει για κάθε x 3 
B4.  

 
 

   
      

     1 1
x x

3 3

1 3x 1 1
lim f(x) lim 0

3x 1 x 3 3x 1
 

 αφού  

   


  


 
   

  

 
  

  

  
    

   

1
1 1

3x 1

1
1

3x 1

3x 1 1 3x 1

x 3 3x 1 x 3

3x 1 1 3x 1

x 3 3x 1 x 3

3x 1 3x 1 1 3x 1

x 3 x 3 3x 1 x 3

  

Ισχύει 





1
x

3

3x 1
lim 0

x 3
 

Άρα 
 

   
   

  
1 1

x x
3 3

3x 1 3x 1
lim lim 0

x 3 x 3
 

Επομένως λόγω του κριτηρίου παρεμβολής θα έχουμε 



 
  

  1
x

3

3x 1 1
lim 0

x 3 3x 1
 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ είναι  

    ΑΒΓ

1
E ΒΓ ΑΜ

2
   (1) 

 Από το τρίγωνο για  θ 0,π  έχουμε  

 
ΒΜ ΒΜ

ημθ ΒΜ
ΟΒ 1

    

Β Μ

1

Ο

θ
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ΟΜ ΟΜ

συνθ ΟΜ
ΟΒ 1

    

 • ΒΓ 2ΒΜ 2ημθ    

 • ΑΜ ΑΟ ΟΜ 1 συνθ     

 Οπότε  

 (1)    Α Β Γ

1
Ε 2ημθ 1 συνθ ημθ 1 συνθ

2
       ,  θ 0, π . 

Γ2.  

 

      

 
2 2 2

Ε θ 1 συνθ ημθ 1 συνθ ημθ

        ημθ ημθ 1 συνθ συνθ

        ημ θ συνθ συν θ 2συν θ συνθ 1

      

     

      

 

   2Ε θ 0 2συν θ συνθ 1 0       συνθ 1  ή 
1

συνθ
2

   

    
1

Ε θ 0 2 συνθ συνθ 1 0
2

 
      

 
 

 συνθ 1 0   για  x 0,π   

 
 

συν

x 0,π

1 π π
συνθ 0 συνθ συν   θ

2 3 3




       

θ 

0                     

π

3
                      

π 

 Ε θ     

 Ε θ    

 Ο.Μ. 

 

 Για 
π

θ
3

  το εμβαδόν γίνεται μέγιστο. 

Γ3.  
3

Ε θ
4

  

 • 
π

θ 0,
3

 
 
 

 η Ε είναι γνησίως αύξουσα    άρα 

   1
θ 0

π
Ε Α lim Ε θ ,Ε

3

  
   

  
 

     
θ 0 θ 0
lim Ε θ lim 1 συνθ ημθ 0

  
    

  
π π π 1 3 3 3

Ε 1 συν ημ 1
3 3 3 2 2 4

     
         

     
 

  Άρα  1

3 3
Ε Α 0,

4

 
   
 

. 

  Επειδή  1

3
Ε Α

4
  υπάρχει ένα τουλάχιστον 1

π
θ 0,

3

 
 
 

 

τέτοιο, ώστε  1

3
Ε θ

4
 . 
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  Όμως η Ε     στο 
π

0,
3

 
 
 

 οπότε τι 1θ  μοναδικό. 

 • 
π

θ ,π
3

 
 
 

 η Ε είναι γνησίως φθίνουσα    άρα  το 

πεδίο τιμών    2
θ π

π
Ε Α lim Ε θ ,Ε

3

  
   

  
. 

     
θ π θ π
lim Ε θ lim 1 συνθ ημθ 0

  
    

  Άρα  2

3 3
Ε Α 0,

4

 
   
 

. 

   2

3
Ε Α

4
  άρα υπάρχει τουλάχιστον 2

π
θ ,π

3

 
 
 

:  2

3
Ε θ

4
  

  Όμως η Ε είναι γνησίως φθίνουσα στο 
π

,π
3

 
 
 

 οπότε 

το 2θ  μοναδικό. 

 

Γ4. Επειδή η  Ε θ  είναι παραγωγίσιμη στο  0,π  ισχύει το 

Θ.Μ.Τ. για την Ε στα 1

π
θ ,

3

 
 
 

 και 2

π
,θ

3

 
 
 

. 

 Δηλαδή υπάρχουν: 

 • 1 1

π
ξ θ ,

3

 
 
 

:  

   
 

   
1

1 1 1 1

1

π
Ε Ε θ

π 3 33
Ε ξ θ Ε ξ Ε θ

π 3 4θ
3

 
 

        
 

 

   1 1

π 3 3 3
θ Ε ξ

3 4

 
   

 
  (1) 

 • 2 2

π
ξ ,θ

3

 
 
 

:  

   
 

   
2

2 2 2 2

2

π
Ε Ε θ

π 3 33
Ε ξ θ Ε ξ Ε θ

π 3 4θ
3

 
 

        
 

 

   2 2

π 3 3 3
θ Ε ξ

3 4

 
   

 
  (2) 

 Από (1) και (2)    1 1 2 2

π π
θ Ε ξ θ Ε ξ

3 3

   
       

   
. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Η f είναι συνεχής στο  0,  ως πράξεις συνεχών 

συναρτήσεων. 

  
1 1 1

f x lnx x λ lnx 1
x λx x

          
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 Για x 1  παρατηρώ ότι  
1

f 1 lnx 1 0
1

     . 

   2 2

1 1 x 1
f x 0

x x x


      για κάθε  x 0,  . 

 Άρα η f γνησίως αύξουσα στο  0, . 

 •      
f

x 1  f x f 1 f x 0


        δηλαδή η f γνησίως αύξουσα 

στο  1,  

 •      
f

0 x 1  f x f 1 f x 0


         δηλαδή η f γνησίως φθίνουσα 

στο  0,1 . 

 

θ 

0                      

1                  
                  

 f x     

 f x    

 Ο.E. 

 

 H f παρουσιάζει ελάχιστο για x 1  το  f 1 1 ln1 lnλ lnλ     . 

 Άρα το σημείο του ελάχιστου είναι  Α 1, lnλ  που 

ανήκει στην ευθεία x 1 . 

  

Δ2.    
x 0

x xx λx  lnx ln λx xlnx ln λx 0


       

  f x 0   

 lnλ 0 λ 1     

 

Δ3. Για λ 1  θ.ν.δ.ο. y x  είναι η μοναδική εφαπτομένη 

της gC . 

   x xlnxg x x e   είναι συνεχής στο  0,  

      xlnx x x1
g x e xlnx x lnx x x lnx 1

x

       
 

 

          
2x x x x 1

g x x lnx 1 x lnx 1 x lnx 1 x 0
x

           για κάθε  x 0,   

 Άρα g  γνησίως αύξουσα στο  0, . 

 Άρα η g κυρτή στο  0, . 

 Η εξίσωση   xg x x x x    για x 1  ισχύει η ισότητα 

 gεφ :       y g 1 g 1 x 1 y 1 1 x 1 y x         

 Άρα η y x  είναι εφαπτομένη της gC στο x 1 . 

 Επειδή η g είναι κυρτή η y x  είναι μοναδική 

εφαπτομένη με  g x x με «=» να ισχύει μόνο για  x 1 . 
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Δ4. i) Η h είναι συνεχής στο  0,  ως πράξεις συνεχών 

συναρτήσεων. 

  Έχουμε  h 0 1 . 

    xlnx

x 0 x 0
lim h x lim e

  
  

  με  
x 0 x 0 x 0 x 0

2

1
ln x xl im x ln x l im   l im lim x 0
1 1

x x

   





   
    



 

  Άρα    x l n x 0

x 0 x 0
l im h x lim e e 1 h 0

  
    . 

  Άρα η h συνεχής και στο 0x 1  δηλαδή συνεχής στο 

 0, . 

 

 ii) Θέτω  

          
2 1

2020

1 0
φ x x 3 2 g t dt 1 x h 1 t dt       με  x 0,1 . 

  • Η φ συνεχής στο  0,1  ως πολυωνυμική 

  •    
2

1
φ 1 3 2 g t dt    

   επειδή    
2 2

1 1
g x x g x dx xdx      

   (αφού το “=” ισχύει μόνο για x 1 ) 

   Άρα    
22

2 2

1 1
1

x 4 1
g x dx g x dx

2 2 2

 
    
 

   

        
2 2

1 1

3
g x dx 2 g x dx 3 φ 1 0

2
       . 

  •    
1

0
φ 0 h 1 t dt   

   Θέτω 1 y x t 1 x     , dt dt  

   για t 0  1x 1  

    t 1  2x 0  

   Οπότε      
0 1

1 0
φ 0 h x dx h x dx 0      

   αφού   xh x x 0   για κάθε x 0 . 

   Άρα ισχύει το θ. Bolzano για την f στο  0,1 .  

   Επομένως υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της 

εξίσωσης  φ x 0  στο  0,1 . 

 


