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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΓΕΛ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

16 ΙΟΥΝΙΟΥ 2021 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  

 
Θέμα Α 

Α1. Απόδειξη Σχολικού Βιβλίου, σελ.135 

Α2. Θεώρημα Σχολικού Βιβλίου, σελ.51 

Α3. Ορισμός Σχολικού Βιβλίου, σελ.23 

Α4. α) Σωστό       β) Λάθος       γ) Σωστό       δ) Σωστό        ε) Σωστό.  

 

Θέμα Β 

B1. Θέτουμε = +u x 1  ,   +   x x 1 u  στην ( ) ( ) −+ = + xf x 1 x 1 e .  

Oπότε 

( ) ( ) ( )f u = u e f u = u e
− − −

 
u 1 1 u

,  u .  

 Άρα ( )f x = x e − 1 x
, u .  

B2. H  f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ  με  

( ) ( ) ( )− − − − −
+ = − = 

 =  −  −1 x 1 x 1 x 1 x 1 xf x e x e 1 x e x e e 1 x  

●  ( ) ( )
−

−
 =  − =  − =  =

e 01 x

1 xf x 0 e 1 x 0 1 x 0 x 1 .  

●  ( ) ( )
−

−
   −   −   

e 01 x

1 xf x 0 e 1 x 0 1 x 0 x 1 .  

●  ( ) ( )
−

−
   −   −   

e 01 x

1 xf x 0 e 1 x 0 1 x 0 x 1.  

x  −             1            +  

( )f x  + -  

f  1 2 

Mε τη βοήθεια του παραπάνω πίνακα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα 

( −,1  και η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  )+1, .  

Επιπλέον,  παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 1  το ( ) =f 1 1 . 
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Β3. Η f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη στο ℝ με  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )− − − −   = − + − = − − −1 x 1 x 1 x 1 xf x e 1 x e 1 x e 1 x 1 x e  

      − − −
= =− − −1 x 1 x 1 xe (x 1) e e (x 2) . 

( ) ( )
−

− =  − =  − =  =
e 01 x

1 xf x 0 e x 2 0 x 2 0 x 2  

( ) ( )
−

−   −   −   
e 01 x

1 xf x 0 e x 2 0 x 2 0 x 2  

( )
−

−   −   −   
e 01 x

1 xf (x) 0 e x 2 0 x 2 0 x 2  

x  −                2                 +  

( )f x  - + 

f  4 3 

 

Mε τη βοήθεια του παραπάνω πίνακα η f είναι κοίλη στο διάστημα ( −,2  και κυρτή 

στο διάστημα  )+2, . 

Επιπλέον,  παρουσιάζει σημείο καμπής στο (2,f(2)) με −= =1 2 2
f(2) 2e

e
 . 

Έλεγχος για κατακόρυφες ασύμπτωτες 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )f x  δεν παρουσιάζει κατακόρυφες 

ασύμπτωτες, γιατί  είναι συνεχής  στο ℝ. 

Έλεγχος για πλάγιες – οριζόντιες  ασύμπτωτες 

( ) ( ) ( )
= −

− 

→− →− →+
=  = −  = −  

1 x
1 x

x x
limf x lim x e lim 1 e   

( ) ( )
+

+
−

→+ →+ →+ →+


=  = = =1 x

x xx x x d.L .H. x

e x e
limf x lim x e lim lim 0

e e
,  

άρα έχουμε οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία =y 0  στο +.  

( ) −
= −

− 

→− →− →− →+
= = = = +

1 x
1 x

1 x

x x x

f x xe
lim lim lime lime

x x
 . 

άρα δεν έχουμε ασύμπτωτη στο −.  

Τελικά, η  γραφική παράσταση της συνάρτησης ( )f x  έχει μοναδική ασύμπτωτη την 

ευθεία =y 0  στο +.  
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B4. (i). Έστω  

● Δ1= −( ,1]  όπου η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής άρα 

( ( 
→−

 = = −1 x
f( ) limf(x),f(1) ,1 . 

● Δ2= +(1, )  όπου η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής άρα 

( ) ( )
→+

 = =
2 x

f( ) limf(x),f(1) 0,1  . 

Άρα, ( =    = −
f 1 2

f(D ) f( ) f( ) ,1 . 

 (ii) 

• αν  −( ,0]   τότε  
1

f( ) ,  
2

f( ) και επειδή η f είναι 1-1 στο Δ1  υπάρχει 

μοναδικό 
1 1

x  τέτοιο ώστε = 
1

f(x )  . 

• αν (0,1)  τότε  
1

f( )  και  
2

f( )  και επειδή η f είναι 1-1 σε καθένα από τα 

διαστήματα Δ1 και Δ2 υπάρχουν μοναδικά 
2 1

x και 
3 2

x  τέτοια ώστε = 
2

f(x )  

και = 
3

f(x ) , άρα έχουμε 2 λύσεις στο (0,1). 

• αν λ=1 τότε  
1

f( ) ,  
2

f( ) και επειδή η f είναι 1-1 στο Δ1  υπάρχει μοναδικό 


4 1

x  τέτοιο ώστε = 
4

f(x )  . 

• αν ( ) +1,  τότε 
f

f(D )  oπότε η εξίσωση ( ) λ=f x  είναι αδύνατη. 

•  
 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.   Έχουμε ( ) ( )3 2f 0 α 0 3 0 0 1 1 f 0 1=  −  − + =  =  

Έλεγχος συνέχειας 

● Για ( )x ,0 − έχουμε   

( ) 3 2f x α x 3x x 1=  − − +  που είναι συνεχής ως πολυωνυμική. 

● Για 
3π

x 0,
2

 
 
 

έχουμε   

( )f x συνx=  που είναι συνεχής ως τριγωνομετρική. 

Θα κάνουμε έλεγχο της συνέχειας και στο 0x 0= . 

( ) ( )3 2 3 2

x 0 x 0
lim f x lim α x 3x x 1 α 0 3 0 0 1 1

− −→ →
=  − − + =  −  − + = . 

( ) ( )
x 0 x 0
lim f x lim συνx συν0 1

+ +→ →
= = = . 

Άρα, υπάρχει το ( )
x 0
lim f x 1
→

=  και ( ) ( )
x 0
lim f x f 0
→

=  . 

Οπότε, η f είναι συνεχής και στο 0x 0= , 

Επομένως, η f είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 
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Έλεγχος παραγωγισιμότητας στο 0x 0=  

●
( ) ( ) 3 2

x 0 x 0

f x f 0 α x 3x x 1 1
lim lim

x x− −→ →

−  − − + −
= =  

              
x 0

x
lim

−→
=

( )2α x 3x 1

x

  − −
2α 0 3 0 1 1=  −  − = −  

●
( ) ( )

x 0 x 0

f x f 0 συνx 1
lim lim 0

x x+ +→ →

− −
= =  

Επειδή  

( ) ( ) ( ) ( )
x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim

x x+ −→ →

− −
  

 η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0= . 

Γ2. i) ● η f συνεχής στο 
 

 
 

f

3π
0, D

2
  

● η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο
3π

0,
2

 
 
 

 με ( )f x ημx = −  

● ( )
3π 3π

f συν 0 f 0
2 2

 
= =  

 
. 

Eπομένως , δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Rolle στο 
3π

0,
2

 
 
 

 

 ii) Για 
3π

x 0,
2

 
 
 

 είναι 

( ) = − =  =  = f ξ 0 ημξ 0 ημξ 0 ξ κ π  με κ . 

Όμως,  

 
       
 

3π 3π 3π
ξ 0, 0 ξ 0 κπ

2 2 2
 



    =
:π κ3

0 κ κ 1.
2

 

Οπότε, ξ π= .  

 

Γ3.  Έστω ότι υπάρχει 0x 0  τέτοιο ώστε η εφαπτόμενη  στο ( )( )0 0x ,f x να είναι 

παράλληλη στον x΄x . Οπότε,  

( )εφ 0λ 0 f x 0=  = . 
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Επειδή ( )x ,0 − είναι  

( ) 3 2f x α x 3x x 1=  − − +  με ( ) 2f x 3αx 6x 1 = − −  

οπότε έχουμε   

( ) 2
0 0 0f x 0 3α x 6x 1 0 =   − − =    (1) 

που είναι τριώνυμο με διακρίνουσα  

( ) ( )
2

Δ 6 4 3α 1 36 12α 0= − −  − = +   αφού α 3 12α 36 36 12α 0 −  −  +   

Άρα η εξίσωση (1) είναι αδύνατη  

Επομένως δεν υπάρχει 0x 0  τέτοιο ώστε η εφαπτόμενη  στο ( )( )0 0x ,f x να είναι 

παράλληλη στον x΄x. 

 

Γ4.  ●  Για ( )x ,0 − έχουμε  ( ) 2f x 3αx 6x 1 0 = − −    αφού Δ  0  οπότε η f είναι 

γνησίως φθίνουσα στο ( ,0−  

● Για 
3π

x 0,
2

 
 
 

 ( )f x συνx= με ( )f x ημx = −  

( )f x 0 ημx 0 x π =  − =  =  

( )
3π

f x 0 ημx 0 ημx 0 x π,
2

 
  −      

 
 

( ) ( )f x 0 ημx 0 ημx 0 x 0,π  −       

Η μονοτονία και τα ακρότατα της συνάρτησης f φαίνονται στον παρακάτω πίνακα 

x  
−                 0                         π                        

3π

2
 

( )f x  −  −  + 

( )f x  >  <  

 

Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ,π−  και γνησίως 

αύξουσα στο 
3π

π,
2

 
 
 

 και παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο π=x  δηλαδή 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f π f x συν π f x 1    −  για κάθε 
3π

x π,
2

 
 
 

. 
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Θέμα Δ 

Δ1.    Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) = −
1

t x lnx
x

 με x 0.  

● H ( )t x  είναι συνεχής στο διάστημα  1,e  ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.  

● ( ) = − = − t 1 ln1 1 1 0  και ( )
−

= − = − = 
1 1 e 1

t e lne 1 0
e e e

. 

Οπότε, ( ) ( ) t 1 t e 0.  

Από θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0x 1,e  τέτοιο ώστε  

( ) =0t x 0.  

Επιπλέον,  

( ) = + 
2

1 1
t x 0

x x
 για κάθε x 0  

άρα η ( )t x  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )+0,  οπότε και 1-1.  

Τελικά, η εξίσωση  =
1

lnx
x

 έχει μοναδική ρίζα 0x .  

Δ2.    Ισχύει ότι =0

0

1
lnx .

x
 

Η συνάρτηση ( )f x  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με  

( )
−

 = − = − =


0
0

0 0

x x1 1 1
f x lnx

x x x x x
 , x 0 . 

●  ( )
−

 =  =  =


0
0

0

x x
f x 0 0 x x .

x x
 

● ( )
 −

     


0x x 0
0

0

0

x x
f x 0 0 x x .

x x
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Mε την βοήθεια του παραπάνω πίνακα συμπεραίνουμε ότι η f παρουσιάζει 

ελάχιστο στο 0x  το  

( ) ( ) ( )

=

= + − − = + − −

0
0

1
lnx

x

0 0 0 0 0

0 0

1 1
f x lnx x 1 lnx 1 x 1 1

x x
 

+ +
= − =0 0

0 0

x 1 x 1
0.

x x
 

 

Δ3.    Η εξίσωση ( ) ( )=g x h x  

● για x 0  είναι αδύνατη αφού 

( )−   xxe 0 g x 0  και  ( )
+

 
   

 

x 1

0x
0 h x 0

e
. 

● για x 0  ισοδύναμα γράφεται  

( )
+ +

− −   
=  =   
   

x 1 x 1

x x0 0x x
xe ln xe ln

e e
 

( )−  
 + = +  

 

x 0x
lnx lne x 1 ln

e
 

( )( ) − = + −0lnx x x 1 lnx lne  

( )( ) − = + −0lnx x x 1 lnx 1  

( ) − = + − −0lnx x x 1 lnx x 1  

( ) = + − −00 x 1 lnx lnx 1  

( ) =f x 0.  (1)  

Από το ερώτημα Δ2) έχουμε ( ) ( ) ( )  0f x f x f x 0  με την ισότητα να ισχύει μόνο 

για = 0x x .  

Άρα η εξίσωση (1) έχει μοναδική λύση την = 0x x .  



 

Πανελλ α δικ ές  Εξ ετ άσ εις  2 021  

 
8 

Οπότε, οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων h και g έχουν μοναδικό κοινό 

σημείο ( )( )Γ 0 0x ,g x . 

Επιπλέον,  

( ) − − = − x xg x e xe , x   και ( )
+

 
 =  

 

x 1

0 0x x
h x ln ,  x

e e
. 

Για να έχουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων h και g κοινή εφαπτομένη 

στο Γ αρκεί επιπλέον 

 ( ) ( )
+

− −  
 =  − =  

 

0

0 0

x 1

x x 0 0
0 0 0

x x
g x h x e x e ln

e e
  

( ) ( )
+

−  
 − = − 

 

0

0

x 1

x 0
0 0

x
e 1 x lnx 1

e
. (2) 

Όμως, ( ) ( )
+

−  
=  =  

 

0

0

x 1

x 0
0 0 0

x
g x h x x e

e
 (3). 

H σχέση (2) ισοδύναμα γράφεται 

( ) ( )− −
− = −0 0x x

0 0 0e 1 x x e lnx 1  

( )

=

− −  
 − = − 

 

0
0

0 0

1
lnx

x
x x

0 0

0

1
e 1 x x e 1

x
 

( )− −  −
 − =  

 

0 0x x 0
0 0

0

1 x
e 1 x x e

x
 

( ) ( )− −
 − = −0 0x x

0 0e 1 x e 1 x  που ισχύει. 

Δ4) Η συνάρτηση που εκφράζει την απόσταση των σημείων ( )( )Α x,f x   και ( )( )Β φx, x  

είναι η  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
φ

φ φ


= − = −
f x x

d x f x x f x x , x 0.  

Διακρίνουμε περιπτώσεις 

● Αν στο 0x  η συνάρτηση ( )φ x  δεν είναι παραγωγίσιμη και επειδή ( )φ = +D 0, τότε 

το 0x  είναι κρίσιμο σημείο.  

● Αν στο 0x  η συνάρτηση ( )φ x  είναι παραγωγίσιμη τότε  

− η συνάρτηση ( )d x  παρουσιάζει ακρότατο στο 0x  (ελάχιστο). 
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− η συνάρτηση ( )d x  είναι παραγωγίσιμη στο 0x  με  

( ) ( ) ( )φ  = −0 0 0d x f x x .  

− το 0x  είναι εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού της ( )d x . 

Από Θ. Fermat έχουμε  

( ) ( ) ( )
( )

( )φ φ
 =

   =  − =  =
0f x 0

0 0 0 0d x 0 f x x 0 x 0  

οπότε το 0x  είναι κρίσιμο σημείο. 

Σε κάθε περίπτωση, το 0x  είναι κρίσιμο σημείο της ( )φ x .  

 

 

 

 

 


